
























































































































































































tittade på olika typer av kvadratiska ekvationer som   och  .  xx 2 + 3 + 2 = 0   xx 2 − 3 − 2 = 0  
Dessa två behandlades lika av hinduiska matematiker medan renässansens matematiker 





























Lösning till en reducerad kubisk ekvation   ges av  xx 3 = m + n  










formel lyckades lösa de två kubiska ekvationerna  och  . När  x x 3 + a 2 = c    x x 3 = a 2 + c   
Cardano publicerade sitt verk Ars Magna 1545 omvandlade han  och  x x 3 = a 2 + c   
genom substitutionen  och  och fick en kubisk ekvation utan  x x 3 + a 2 = c  x = 3a
y+1 x = 3a
y−1  










. Att försöka lösa en sådan ekvation kunde innebära att man skulle behöva ta  xx 3 = p + q  
roten ur ett negativt tal. Om man exempelvis försöker lösa   genom att använda  xx 3 = 6 + 4  













− (− )  (− )  (− )( )  )   ( 1 +√− ) 1 3 =   1 3 + 3 1 2√− 1 + 3 1 √− 1 2 + (√− 1 3 = 
 På samma sätt ser vi att   och.=   − 1 + 3√− 1 + 3 − √− 1 = 2 + 2√− 1 − ) ( 1 − √− 1 3 = 2 − 2√− 1  
att detta implicerar att   √3 2 + 2√− 1 + − ) − )  .  √3 2 − 2√− 1 = ( 1 + √− 1 + ( 1 − √− 1 =   − 2
Med detta visade Bombelli att lösningen fortfarande hade en reell lösning. Nu kunde man 
inkludera de imaginära talen i de algebraiska uträkningarna och fortfarande få fram ett 




























Om vi tar en kubisk ekvation på formen   så kan vi reducera den till en  xx 3 + a + b = 0  
ekvation med endast en parameter genom att sätta  och att välja k så attyx = k  
 eller så att   Vi får då   . Poängen med att ha denna  /ak − /3k 3 = 4  k =√ .3−4a y  y4 3 − 3 = c  
ekvation är att vi nu kan få relationen  . Genom att nu sätta cos  θ cosθ os3θ4 3 − 3 = c osθy = c  
får vi   Så om vi har c kan vi konstruera en triangel med vinkel os3θ .c = c os  c θ.c −1 = 3  
Tredelning av denna vinkel ger oss lösning   till ekvationen. Omvänt sett så kan manosθy = c  
se det som att problemet med att tredela en vinkel med cosinus c är ekvivalent med att 















x x  x  ..y = n − 3!
n(n −1)2 3 + 5!
n(n  −1)(n  −3  )2 2 2 5 + .  
 




.  x = 2





 där  .in θs = 21√
n sin nθ  cos nθ+ i + 2




















Man kan då visa att   är detsamma som   Då följer att  os θ  i sin θ.e iθ = c +    e (iθ)n   .e inθ  







































2(1+z  √−1)   +
dz
2(1−z√−1) an  z ogt



























.cos x  sin x)    os nx   sin nx( + i n = e inx = c + i  
 
Med detta samband förtydligare Euler de Moivres formel. (Stilwell 1989:221) Formeln 




För ett godtyckligt heltal x, gäller    os x  i sin xe ix = c +    





Nu utför vi variabelbytet   och   och får attzy = i y  dzd = i  









= i × l √1  + z 2 + z  
Eftersom   så blir  . Stoppar vi in detta istället för   får vi att/iz = y = i
sin y   in  xz 2 = i 2
sin  x2 =   − s 2  z 2  
 
n( ) n(cos x   sin x)  x = i × l √1 in  x− s 2 + isin x = i × l − i
 
Nu får vi att  x   n(cos x  i sin x) n( ) n(cos x  i sin x)i = i 2 × l −   = l 1cos x − i sin x = l +    
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ix är alltså detsamma som   och det räcker med en exponentiering för attn(cos x  i sin x)l +    
få 
 
. (Dunham 1999:95)    os x  i sin xe ix = e ln(cos x + i sin x) = c +    
 
I och med Eulers identitet och att det nu bevisats att den är korrekt, vet vi att om vi låter 
 så får vi att  .x = π   os π  sin π  −   −e iπ = c + i = 1 + i × 0 = 1  
 





















Vi sätter   och får då rötterna   och (x)  x  x .f =   2 − 3 + 2   xx 2 − 3 + 2 = 0  x 1 = 1   .x 2 = 2  
Vi kan nu dela upp vårt polynom som    x x )(x ).x 2 − 3 + 2 = ( − 1 − 2  
På samma sätt kan vi faktoruppdela polynom med komplexa rötter: 
 
(x)  f = x 4 − 1  
 x 4 − 1 = 0  
 ger oss rötterna   och  x 4 = 1  x 1,2 =   ± 1  x 3,4 =   ± i    
och vi får faktoruppdelningen   som kan skrivas som(x) x )(x )(x )(x )f = ( + 1 − 1 + i − i  































 I figuren ser man att Wessel ställer upp en imaginär axel med   som referenspunkt.√− 1  
Vektorn OP som dras från origo, O, i planet med axlar +1 och  . OP representerar√− 1  
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därmed det komplexa talet  . På samma sätt representerar vektorn OQ ett annata + b√− 1  


















multiplicerar 1 med   och sedan multiplicerar med  igen. (Kline 1972:630) Han√− 1 √− 1  
utnyttjar alltså att  . −1 × √− 1 × √− 1 = 1  
Man kan alltså se   som en 90° rotation motsols. För att försöka illustrera detta√− 1  






















● a, ) c, ) a , b ) ( b ± ( d = ( ± c   ± d  
● a, ) c, ) ac d, ad c)( b × ( d = ( − b   + b  
● , )(c,d)
(a,b) = ( ac+bdc  +d 2 2  
bc−ad


















hans tidigare osäkerhet kring hur man ska se på   verkar ha försvunnit. Bland annat√− 1  
introducerar Gauss absolutbelopp och konjugat av ett ett komplext tal. Genom att visa att 
absolutbeloppet av   är detsamma som  och att det geometrisktiz = a + b  √a   2 + b 2  





använda i för  . (Kline 1972:632) I och med detta var begreppet komplext tal fött.√− 1  
 
3. Diskussion  
 
3.1 Komplexa tal i LGY11  
 
 
 I det Centrala innehållet för kursen Matematik 4 behandlas komplexa tal under områdena 
aritmetik, algebra och geometri samt under området problemlösning. 
 
Centralt innehåll, Matematik 4: 
Undervisningen i kursen ska behandla följande centrala innehåll: 
Aritmetik, algebra och geometri 
● Metoder för beräkningar med komplexa tal skrivna på olika former inklusive 
rektangulär och polär form. 
● Komplexa talplanet, representation av komplext tal som punkt och vektor. 
● Konjugat och absolutbelopp av ett komplext tal. 
● Användning och bevis av de Moivres formel. 
● Algebraiska och grafiska metoder för att lösa enkla polynomekvationer med 
komplexa rötter och reella polynomekvationer av högre grad, även med hjälp av 
faktorsatsen. 
 
Problemlösning 
● Matematiska problem med anknytning till matematikens kulturhistoria. 
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(Skolverket 2011) 
 
Då undervisningen ska behandla matematiska problem med anknytning till matematikens 
kulturhistoria är det viktigt att man som gymnasielärare besitter kunskaper om historian för 
att kunna undervisa om den på ett bra sätt. Ett exempel på ett matematiskt problem med 
anknytning till matematikens kulturhistoria som berör komplexa tal är de Moivres formel. I 
den historiska genomgången nämns hur bevisandet av denna formel upptäcktes först av 
Euler efter att han utvecklat det som nu kallas Eulers identitet. Då de Moivres formel även 
är en punkt under det centrala innehållet som undervisningen ska behandla kan det vara en 
extra god idé att ta upp just detta historiska matematiska problem. Dessutom kan det vara 
intressant eftersom man kan påstå att det är direkt felaktigt att formeln idag tillägnas de 
Moivre. 
 
Den del av matematikens historia som handlar om komplexa tal blir även viktigt när det 
gäller punkten om det komplexa talplanet, representation av komplext tal som punkt och 
vektorer. Att känna till hur exempelvis Wessel och Argand använder sig av komplexa tal 
som vektorer och hur Gauss och Hamilton representerar dem som punkter i ett plan blir då 
viktigt. 
 
Att undervisningen i matematik ska behandla metoder för beräkningar med komplexa tal 
skrivna på olika former inklusive rektangulär och polär form gör det nödvändigt för en 
gymnasielärare att känna till exempelvis hur Argand i sin geometriska representation 
introducerar den polära formen av ett komplext tal. Den rektangulära formen som Gauss 
introducerar blir viktig då han är den som tar upp den rektangulära formen. Även punkten 
om konjugat och absolutbelopp kan kopplas till Gauss och hans bidrag till matematiken. 
 
Den sista punkten under aritmetik, algebra och geometri som behandlar bland annat 
lösandet av polynomekvationer kan även det tillägnas Gauss. Det kan vara intressant att 
veta att det då pågick en ständig diskussion om någonting som vi idag inte ser som något 
tvivelaktigt. Algebrans fundamentalsats och att alla algebraiska funktioner i en variabel kan 
bli faktoriserade i reella faktorer av första­ eller andra graden är förmodligen ingenting som 
eleverna skulle ifrågasätta idag.   
 
 
4. Slutsats  
 
Som gymnasielärare i matematik bör man ha en övergripande kunskap om de komplexa 
talens historia. Detta då de komplexa talens användning och till viss del deras historia tas 
upp som centralt innehåll för kursen Matematik 4. Även om de komplexa talen ges störst 
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utrymme i kursen Matematik 4 tas det upp redan i Matematik 2b och 2c där undervisningen 
ska behandla ”Utvidgning av talområdet genom introduktion av begreppet komplext tal i 
samband med lösning av andragradsekvationer.” (Skolverket 2011:116) Då Matematik 2b 
eller 2c är obligatoriska kurser på alla högskoleförberedande gymnasieprogram är det i 
högsta grad relevant för gymnasielärare i matematik att vara väl insatt i de komplexa talens 
historia och användning. Med denna uppsats och de nedslag som görs i de komplexa 
talens historia kan man som gymnasielärare få en bra inblick i hur uppbyggnaden och 
utvecklingen av de komplexa talen har gått till. Uppsatsen kan fungera som en 
sammanfattning av en brokig och komplex historia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
18 
 
5. Källförteckning 
 
Boyer, Carl B. & Merzbach, Uta C. A History of Mathematics Singapore: John Wiley & 
Sons, 1989 
 
Dunham, William Euler the master of us all, The Mathematical Association of America, 
1999 
 
Hall, Tord Gauss matematikernas konung, Stockholm: Prisma, 1965 
 
Kline, Morris Mathematical thought from Ancient to Modern Times New York: Oxford 
University Press, 1972 
 
Smith, D.E. History of Mathematics (volume 1) New York: Dover Publications, 1951 
 
Smith, D.E. History of Mathematics (volume 2) New York: Dover Publications, 1953 
 
Skolverket Läroplan, examensmål och gymnasiegemensamma ämnen 
förgymnasieskola 2011 Stockholm: Fritzes, 2011 
 
Stillwell, John Mathematics and Its History New York: Springer­Verlag, 1989 
 
 
 
19 
